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令𝑋，𝑌为实Banach空间，𝜀 ≥ 0。映射𝑓 : 𝑋 → 𝑌称为𝜀-等距，如果
⃒⃒
‖𝑓(𝑥) −
𝑓(𝑦)‖ − ‖𝑥− 𝑦‖
⃒⃒

























































This dissertation mainly studies the rotundity and smoothness of Banach spaces
and the stability of basic sequences under the perturbation by nonlinear non-surjective
𝜀-isometries, and characterizes injectivity, separable injectivity and cardinality injectiv-
ity of a Banach space 𝑋, its dual 𝑋* and its second dual 𝑋**. We also discuss the weak
and strong solutions to Qian’s problem for ℒ∞-spaces, hence, we resolve this problem
in the universal setting.
The main results in this dissertation:
In Chapter 3, we mainly studies an equivalent set-valued mapping version of an
open problem concerned about generalized Figiel theorem and proposed by Qian in
1995. We first apply the Cheng-Dong-Zhang theorem and the classical theory of general-
ized monotone operator: usco mappings introduced by Phelps to show a set-valued map-
ping lemma with respect to nonlinear 𝜀-isometries. As an application of this lemma, we
obtain weak and strong solutions to Qian’s problem for ℒ∞-spaces(for example:𝐶(𝐾)-
spaces). Besides, we also show the second lemma which provides an explanation for
the relationship between nonlinear 𝜀-isometries and linear isometries and also play an
important role in Chapter 5.
In Chapter 4, as an application and continuation of Chapter 3, we study generalized
Figiel theorem for Hilbert spaces、injective spaces、cardinality injective spaces and
separably injective spaces, that is, the strong solution to Qian’s problem. We prove that
(1)injective spaces are universally left-stable spaces, and the second duals of universally
left-stable spaces are injective spaces, hence universally left-stable spaces are ℒ∞ -
spaces；(2)universally left-stable spaces are just cardinality injective spaces; (3)for a
dual space，injectivity、cardinality injectivity and separable injectivity are equivalent
to universally left stability and also equivalent to separably universally left stability；
(4)universally right-stable spaces are just isomorphic to Hilbert spaces；(5)universally
stable spaces are just finite dimensional spaces； (6)separably universally left-stable
spaces are just separably injective spaces，hence separably universally left-stable spaces
are also ℒ∞-spaces.















an open problem proposed by Qian in 1995,on the other hand, we show a quantitative
characterization of injectivity、 cardinality injectivity and separable injectivity for
a Banach space 𝑋, its dual 𝑋* and its second dual 𝑋** under the perturbation by
nonlinear 𝜀-isometries. This result may contrast with an open problem proposed by
Avil𝑒s-S?́?nchez-Castillo-Gonz?́?lez-Moreno [1] about how to give a characterization of
separably injective space 𝐶(𝐾) in terms of topological properties of 𝐾 . In Chapter 5,
we prove that some classical duality theory concerning the rotundity and smoothness
between a Banach space and its dual also holds under under the perturbation by
nonlinear 𝜀-isometries, so does that of stability of basic sequences in Banach spaces.
















令𝑋，𝑌为实Banach空间，𝜀 ≥ 0。𝑓 : 𝑋 → 𝑌是一个映射。
(1) 𝑓称为𝜀-等距，如果⃒⃒
‖𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)‖ − ‖𝑥− 𝑦‖
⃒⃒
≤ 𝜀, 对于所有 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋。 (1-1)
特别地，一个0-等距𝑓简单地说成是一个等距。
(2)我们说一个𝜀-等距是标准的，如果𝑓(0) = 0。
(3) 一个标准的𝜀-等距𝑓是(𝛼, 𝛾)-稳定的，如果存在𝛼, 𝛾 > 0和有界线性算子𝑇 :
𝐿(𝑓) → 𝑋满足‖𝑇‖ ≤ 𝛼且
‖𝑇𝑓(𝑥)− 𝑥‖ ≤ 𝛾𝜀, 对于所有 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋。 (1-2)
在这种情况下，如果不引起混淆的话，我们也简单地说𝑓是稳定的。
(4)一对Banach空间(𝑋, 𝑌 )称为稳定的，如果每一个标准的𝜀-等距𝑓是稳定的。









定理 1.2： (Figiel [4])设𝑓为从Banach空间𝑋到Banach空间𝑌中的标准等距，则存在唯

















定理 1.3： (Godefroy-Kalton [5])如果可分Banach空间𝑋可等距嵌入Banach 空间𝑌，
则𝑋可线性等距嵌入𝑌。对于不可分弱紧生成空间𝑋，存在Banach空间𝑌使得𝑋 可等
距嵌入𝑌，但𝑌中不存在子空间线性同构于𝑋。







问题 1.1： (Hyers-Ulam [3])对于任意满的𝜀-等距𝑓 : 𝑋 → 𝑌，是否存在线性等距𝑈 :
𝑋 → 𝑌及𝛾 > 0，使得
‖𝑓(𝑥)− 𝑈𝑥‖ ≤ 𝛾𝜀, 𝑥 ∈ 𝑋?
基于Gruber的一个结果，Gevirtz证明了Hyers-Ulam问题有正解且𝛾 = 5。最后，
Omladic和vSemrl [8]于1995年证明了𝛾 = 2是最优的，即如下定理：
定理 1.4： (Omladic-Semrl [8])设𝑋，𝑌为Banach空间，𝑓 : 𝑋 → 𝑌 为满的标准𝜀-等距，
则存在满的线性等距𝑈 : 𝑋 → 𝑌使得对于所有𝑥 ∈ 𝑋，
‖𝑓(𝑥)− 𝑈𝑥‖ ≤ 2𝜀。
非满𝜀-等距的研究也吸引了许多数学家的注意(例如：见 [9]， [10]， [11]， [6]， [12]， [8]，
[13]， [14]和 [15])。Qian [13]于1995年提出如下问题：
问题 1.2： 是否每一对Banach空间(𝑋, 𝑌 )存在仅仅依赖𝑋和𝑌的常数𝛾 > 0使得对于
















么对于每个𝜀 > 0 存在不稳定的标准𝜀-等距𝑓 : 𝑋 → 𝑌。Cheng，Dong和Zhang [10]证明
了如下关于标准𝜀-等距的弱稳定性定理：
定理 1.5 (Cheng-Dong-Zhang)： 假设𝑋和𝑌是Banach空间，𝜀 ≥ 0和𝑓 : 𝑋 → 𝑌是一
个标准的𝜀-等距。那么对于每个𝑥* ∈ 𝑋*，存在𝜑 ∈ 𝑌 *使得‖𝜑‖ = ‖𝑥*‖ ≡ 𝑟满足对于所
有𝑥 ∈ 𝑋，
|⟨𝜑, 𝑓(𝑥)⟩ − ⟨𝑥*, 𝑥⟩| ≤ 4𝜀𝑟
对于Banach空间上𝜀-等距稳定性的研究，以下问题在 [11] [9] [16]中被提出。
问题 1.3： 是 否 能 给𝒳这 一 类 的Banach空 间 一 个 特 征 使 得 给 定 任 意𝑋 ∈
𝒳和Banach空间𝑌，这对Banach空间(𝑋, 𝑌 )是((𝛼, 𝛾)-)稳定?
每一个属于这一类的Banach空间𝑋称为一个万有((𝛼, 𝛾)-)左稳定空间。Cheng,
Dai, Dong和Zhou首先证明每一个𝜆-内射空间是万有(𝜆, 4𝜆)-左稳定空间，进一步地，
Bao, Cheng, Cheng和Dai [9]证明了万有左稳定空间恰好是等势内射空间。
问题 1.4： 是 否 能 给𝒴这 一 类 的Banach空 间 一 个 特 征 使 得 给 定 任 意𝑌 ∈
𝒴和Banach空间𝑋，这对Banach空间(𝑋, 𝑌 )是((𝛼, 𝛾)-)稳定?
每一个属于这一类的Banach空间𝑋称为一个万有((𝛼, 𝛾)-)右稳定空间。即是万有
左稳定又是万有右稳定的空间称为万有稳定空间。Cheng, Dai, Dong和Zhou [11]证明
万有右稳定空间恰好是Hilbert空间。有限维空间恰好是万有稳定空间。
问题 1.5： 是否能给𝒮这一类的Banach空间一个特征使得给定任意𝑋 ∈ 𝒮和可分





















包含在𝑋的另一有限维空间𝐸中使得𝑑(𝐸, ℓdim𝐸∞ ) ≤ 𝜆 (例如：见 [17], [1], [18])。我们说一






问题 1.6： 设𝑆𝑋 , 𝑆𝑌分别是Banach空间𝑋, 𝑌的单位球面, 𝑉0是从𝑆𝑋到𝑆𝑌上的满等距.
则是否存在从𝑋到𝑌的线性等距算子𝑉，使得𝑉 |𝑆𝑋 = 𝑉0?
D. Tingley [19]证明了当𝑋，𝑌都是有限维空间时，有𝑉 (−𝑥) = −𝑉 (𝑥)成立. 我们
称Banach空间𝑋具有Mazur-Ulam性质(MUP), 如果对于任意Banach空间𝑌及任意的
从𝑆𝑋到𝑆𝑌上的满等距𝑉0, 都有从𝑋到𝑌的线性等距算子𝑉，使得𝑉 |𝑆𝑋 = 𝑉0.
近10年来，以定光桂教授为代表的一批泛函分析学家开始研究广义的Mazur-
Ulam问题, 并得到了一系列重要的结果. 2002年，定光桂 [20]证明了Hilbert空间是具
有MUP的. 紧接着，定光桂，方习年，王建华，傅小红，侯志彬及刘瑞等都得到了




































间。如果我们定义一个集值映射Ψ : 𝑆𝑋* → 2𝑆𝐿(𝑓)* 使其满足以下条件：
Ψ(𝑥*) = {𝜑 ∈ 𝑆𝐿(𝑓)* : |⟨𝜑, 𝑓(𝑥)⟩ − ⟨𝑥*, 𝑥⟩| ≤ 4𝜀, for all 𝑥 ∈ 𝑋},
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